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t-ANALOGUES DES OPÉRATEURS D'ÉCRANTAGE ASSOCIÉS AUX
q-CARACTÈRES
DAVID HERNANDEZ
Résumé. Nous proposons des opérateurs d'érantage pour la théorie des q, t-aratères de Nakajima
([4℄, [5℄), analogues aux opérateurs d'érantage de Frenkel et Reshetikhin relatifs à leur théorie des
q-aratères pour les représentations de dimension nie des algèbres anes quantiées [2℄, ave en par-
tiulier les mêmes propriétés de symétrie. La théorie de Nakajima utilise des anneaux non-ommutatifs
et nous aurons ainsi à onsidérer des bimodules adaptés à es strutures. Notre onstrution étant pure-
ment algébrique et s'appuyant sur la dénition ombinatoire des q, t-aratères, elle est étendue au as
non-simplement laçé.
t-ANALOGS OF SCREENING OPERATORS RELATED TO q-CHARACTERS
ABSTRACT. Frenkel and Reshetikhin introdued sreening operators related to q-haraters of nite
dimensional representations of quantum ane algebras [2℄. We propose t-analogs of sreening operators
related to Nakajima's q, t-haraters ([4℄, [5℄) with the same properties of symmetry. Nakajima introdued
non-ommutative rings, so we propose bimodules. Our onstrution uses only ombinatorial denition
of q, t-haraters, and therefore an be extended to the non-simply laed ase.
For onveniene of the reader we give an english translation of the introdution :
Introdution
Let q ∈ C∗ suh that q is not a root of unity.
In the ase of semi-simple Lie algebras g, the struture of the Grothendiek ring Rep(Uq(g)) of nite
dimensional representations of the quantum algebra Uq(g) is well understood, see [6℄. It is analogous to
the lassi ase q = 1. In partiular we have ring isomorphisms :
Rep(Uq(g)) ≃ Rep(g) ≃ Z[Λ]
W ≃ Z[T1, ..., Tn]





where Vλ are weight spaes of a representation V and Λ is the set of weight of V .
For the general ase of Ka-Moody algebras the piture is less lear. In the ane ase Uq(gˆ), Frenkel and
Reshetikhin [2℄, motivated by the theory of deformed W -algebras, have reently introdued an injetive
ring homomorphism of q-haraters :
χq : Rep(Uq(gˆ))→ Z[Y
±1
i,a ]1≤i≤n,a∈C∗ = Y
The onstrution of χq uses the universal R-matrix. The homomorphism χq allows to understand the ring
Rep(Uq(gˆ)) ≃ Z[Xi,a]i∈I,a∈C∗ . The lassial limit q → 1 of χq is the usual homomorphism of haraters.
In fat χq gives informations about the deomposition in Jordan subspaes for a lass (φ
±
i,m)m∈Z,i∈I of




























where aγir are roots of the polynomial Qi and bγir roots of the polynomial Ri. The homomorphism of
q-haraters has a symmetry property analogous to the lassi ation of the Weyl group Im(χ) = Z[Λ]W :
Frenkel and Reshetikhin dened n srenning operators (with Ai,a ∈ Y monomials) :
Si : Z[Y
±1














They proved it in the ase sl2 [2℄, and Frenkel, Mukhin proved it in the general ase [3℄.
These operators give informations about the ombinatorial struture of q-haraters. For example :
Rep(Uq(gˆ)) ≃ Im(χq) = K =
⋂
i∈I




In the ADE ase Nakajima introdued t-analogs of q-haraters [4℄, [5℄. He dened maps χq,t et χˆq,t from
Rep(Uq(gˆ))⊗Z Z[t, t




Yˆt = Z[Vi,a,Wi,a, t
±]i∈I,a∈C∗ . From representation theory point of view, it gives more informations about
Jordan subspaes. He introdues a new non-ommutative multipliation ∗ on Yˆt and gives a ombinatorial
axiomati denition of q, t-haraters. The existene is non-trivial and is proved with geometri approah.
In this paper we propose t-analogs of sreening operators Sˆi,t, Si,t related to appliations χq,t and χˆq,t.
This artile is organized as follows. In setion 2 we reall the fundamental symmetry property of Frenkel,
Reshetikhin's srenning operators and some results on Nakajima's ring Yˆt. In setion 3 we dene operators
Sˆlt,i. We introdue a bimodule struture suh that we have a Leibnitz rule. In setion 4 we dene t-analogs
of sreening operators Sˆt,i. In the ADE ase we give an interpretation related to Nakajima's multipliation
∗. These operators verify the expeted symmetry property in theorem 2 :⋂
i∈I
Ker(Sˆi) = Kˆ ⊇ Im(χˆq,t)












is ommutative. We have a symmetry property in theorem 3 :⋂
i∈I
Ker(Si) = K = Im(χq,t)
where χq,t is χ˜q,t in [4℄. In setion 6 we onstrut involutions analog to the Nakajima's one.
The onstrution uses a bimodule struture on the free left module
⊕
a∈C∗









t-ANALOGUES DES OPÉRATEURS D'ÉCRANTAGE ASSOCIÉS AUX q-CARACTÈRES 3
1. Introdution
Dans e qui suit q ∈ C∗ est supposé ne pas être une raine de l'unitée.
Dans le as d'une algèbre de Lie semi-simple g, la struture de l'anneau de Grothendiek Rep(Uq(g)) des
représentations de dimensions nie de l'algèbre semi-simple quantiée Uq(g) est bien omprise, voir [6℄.
En fait on a pu montrer qu'elle est tout à fait analogue à elle du as lassique q = 1 déjà bien onnu.
On a en partiulier des isomorphismes d'anneaux :
Rep(Uq(g)) ≃ Rep(g) ≃ Z[Λ]
W ≃ Z[T1, ..., Tn]






où Λ désigne l'ensemble des poids de V .
Par ontre la quantiation modie la théorie des représentations lorsqu'on s'intéresse au as général des
algèbres de Ka-Moody. Dans le as ane Uq(gˆ), Frenkel et Reshetikhin [2℄, motivés par la théorie des
W -algèbres déformées, ont réemment introduit un morphisme d'anneau injetif, dit de q-aratères, à
valeurs dans un anneau de polynmes de Laurent :
χq : Rep(Uq(gˆ))→ Z[Y
±1
i,a ]1≤i≤n,a∈C∗ = Y
La onstrution de χq repose sur l'existene d'une R-matrie universelle. L'appliation χq permet de
omprendre l'anneau Rep(Uq(gˆ)) ≃ Z[Xi,a]i∈I,a∈C∗ et lorsqu'on regarde la limite lassique q = 1 on
retrouve l'appliation de aratères usuelle. En fait ette appliation prend en ompte la déomposition


























ave aγir les raines du polynme Qi et bγir les raines du polynme Ri.
Le morphisme de q-aratère vérie une propriété de symétrie analogue au as lassique de l'ation du
groupe de Weyl qui veut Im(χ) = Z[Λ]W . En eet Frenkel et Reshetikhin ont déni n opérateurs dits
d'érantage (ave Ai,a ∈ Y monmes) :
Si : Z[Y
±1














Ils l'ont montré dans le as sl2 [2℄ puis Frenkel et Mukhin ont obtenu le résultat dans le as général [3℄.
Ces opérateurs permettent de omprendre la struture ombinatoire des q-aratères. Par exemple :
Rep(Uq(gˆ)) ≃ Im(χq) = K =
⋂
i∈I




Dans le as où g est de type ADE, Nakajima a rané la théorie en introduisant un t-analogue des q-
aratères [4℄, [5℄. Il onsidère des appliations χq,t et χˆq,t de Rep(Uq(gˆ)) ⊗Z Z[t, t
−1] vers les anneaux
de polynmes respetivement Yt = Z[Y
±
i,a, t
±]i∈I,a∈C∗ et Yˆt = Z[Vi,a,Wi,a, t
±]i∈I,a∈C∗ . D'un point de vue
des représentations, elles permettent de mieux omprendre la struture de haque sous-espae de Jordan.
Au passage il introduit une nouvelle multipliation ∗ sur Yˆt qui n'est pas ommutative. Il donne une
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dénition axiomatique ombinatoire des q, t-aratères. L'existene est non-triviale et est prouvée grâe
à une approhe géométrique.
Nous proposons dans et artile des t-analogues des opérateurs d'érantage, adaptés aux appliations χq,t
et χˆq,t.
Dans la deuxième partie, on rappelle la propriété fondamentale de symétrie des opérateurs d'érantage
de Frenkel et Reshetikhin (Théorème 1) ainsi que quelques résultats élémentaires sur l'anneau Yˆt de
Nakajima. On dénit dans la troisième partie les opérateurs Sˆlt,i qui peuvent être interprétés omme
des dérivations pour la multipliation usuelle et une ertaine struture de bimodule. Dans la quatrième
partie on dénit les t-analogues des opérateurs d'érantage Sˆt,i qui dans le as où g est de type ADE
peuvent être interprétés omme des dérivations en utilisant la loi ∗ de Nakajima. Ces opérateurs vérient
la propriété attendue dans le théorème 2 :⋂
i∈I
Ker(Sˆi) = Kˆ ⊇ Im(χˆq,t)













ave une propriété de symétrie dans le théorème 3 :⋂
i∈I
Ker(Si) = K = Im(χq,t)
où χq,t est égal au χ˜q,t de [4℄. Dans la sixième partie on donne la onstrution d'involutions analogues à
elle de Nakajima.
Notons que la onstrution repose sur l'existene d'une struture de bimodule sur le module libre à gauhe⊕
a∈C∗





− Ai,aqi .Si,a) soit un sous-bimodule. Cette struture




Soit g une algèbre de Lie simple. On note n le rang de g, (Ci,j)1≤i,j≤n sa matrie de Cartan et
I = {1, ..., n}. On note qi = q
ri
omme dans [2℄.
2.1. Opérateurs d'érantage [2℄, [3℄. On onsidère l'anneau :
Y = Z[Y ±1i,a ]i∈I,a∈C∗
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On a alors les opérateurs d'érantage :
Si : Y → Yi
qui sont des dérivations pour le produit de Y :
Si(U.V ) = U.Si(V ) + V.Si(U)






On peut dénir de manière analogue Sli : Y → Y
l
i .
Théorème 1. Le noyau de Si est le sous-anneau de Y :






2.2. L'anneau Yˆt [5℄. On onsidère à présent l'anneau :
Yˆt = Z[t, t
−1, Vi,a,Wi,a]i∈I,a∈C∗







i,a qu'on appelera monmes.
On dénit un morphisme d'anneaux :













i,a et t 7→ 1
ave pour un tel monme m :









(vj,aq(m) + vj,aq−1(m)) +
∑
j/Ci,j=−3
(vj,aq2(m) + vj,a(m) + vj,aq−2(m))
Remarquer que l'appliation Π˜t est l'unique morphisme d'anneaux tel que :
Π˜t(Wi,a) = Yi,a , Π˜t(Vi,a) = A
−1
i,a , Π˜t(t) = 1





i,a ∈ Y les ui,a(m) de manière évidente, et alors es
quantités sont onservées par Π˜t.













et on note Kˆt,i le sous Z[t, t





On note Aˆ l'ensemble des monmes de Yˆt, Bˆi ⊂ Aˆ l'ensemble des monmes i-dominants de Yˆt.
Lemme 1. Pour haque i ∈ I, on a une déomposition en somme direte de Z[t, t−1]-modules :
Yˆt = Kˆt,i ⊕
⊕
m∈Aˆ−Bˆi





















V rai,aqi )− 1)





′) stritement inférieur à elui de
m.






ave les λm(t), µm(t) ∈ Z[t, t
−1]. Si on suppose qu'un des λ(t) 6= 0, soit m1 ∈ Bˆi un monme dominant
de i-poids maximal parmi eux qui vérient λm(t) 6= 0. Alors le monme m1 ne peut apparaître que dans
Ei(m1) puisque si il apparaissait dans Ei(m2), le i-poids de m2 serait stritement plus grand que le sien.
Don λm1(t) = 0, ontradition. Don tous les λm(t) sont nuls, et alors
∑
m∈Aˆ−Bˆi
µm(t)m = 0 implique la
nullité des µm(t).







lair si m ∈ Aˆ − Bˆi. Dans le as m ∈ Bˆi, montrons le par réurrene sur le i-poids de m. Si m est de
i-poids 0, tous les ui,a(m) sont nuls et m = Ei(m). Dans le as général, on a :





ave λm′(t) qui peut être non nul seulement si le i-poids de m
′



















′ ∈ F .
3. Les opérateurs Sˆt,i
l



















Dénition 1. On note Sˆlt,i l'appliation Z[t, t
−1]-linéaire Sˆlt,i : Yˆt → Yˆ
l
t,i qui prend sur un monme




(1 + ...+ t2(ui,a(m)−1))Si,a −
∑
a∈C∗/ui,a(m)<0
(t−2 + ...+ t2ui,a(m))Si,a)
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(1 + ...+ t2(ui,a−1))Si,a −
∑
a∈C∗/ui,a<0







3.2. Interprétation de Sˆlt,i en terme de dérivation.
3.2.1. Des lois de bimodule sur Yˆ lt,i.
Lemme 3. Il existe sur Yˆ lt,i une unique struture de bimodule pour la multipliation usuelle de Yˆt telle
que la struture à gauhe soit la struture naturelle, que pour tout a ∈ C∗ et tout monme m ∈ Aˆ :
Si,a.m = t
2ui,a(m)m.Si,a , Si,a.t = t.Si,a
Démonstration:
L'uniité est laire, ar la ompatibilité entre les strutures à gauhe et à droite impose, pour λa ∈ Yˆt,






















Pour montrer que la struture Z[t, t−1]-linéaire de module à droite est bien dénie, il sut de véri-
er que pour deux monmes m1,m2 ∈ Aˆ on a Si,a.(m1.m2) = (Si,a.m1).m2. Cei déoule du fait que
ui,a(m1.m2) = ui,a(m1) + ui,a(m2). La ompatibilité entre les deux strutures de modules est alors
immédiate.
On peut généraliser e qui préède au as d'une multipliation tordue sur Yˆt. Pour tout biaratère
d : Aˆ× Aˆ→ Z, 'est-à-dire vériant :
d(m1.m2,m3) = d(m1,m3) + d(m2,m3) , d(m1,m2.m3) = d(m1,m2) + d(m1,m3)
on a une loi de omposition interne ∗d assoiative et Z[t, t
−1]-linéaire sur Yˆt en posant :
m1 ∗dm2 = t
2d(m1,m2)m1.m2
Remarquons que pour obtenir une loi assoiative, il sut de demander que d vérie sur des monmes
m1,m2,m3, la propriété de oyle :
−d(m2,m3) + d(m1m2,m3)− d(m1,m2m3) + d(m1,m2) = 0
e qui est le as pour les biaratères.
On peut munir naturellement Yˆ lt,i d'une struture de Yˆt-module à gauhe pour la multipliation ∗d en









et de manière omplètement analogue au as d = 0 on fait de Yˆ lt,i un bimodule en posant :
Si,a ∗dm = t
2ui,a(m)m ∗d Si,a , Si,a ∗d t = t ∗d Si,a
3.2.2. Sˆlt,i omme dérivation pour ∗d.
Proposition 1. Pour d biaratère, l'appliation Sˆlt,i est une dérivation par rapport à la multipliation
∗d :
∀U, V ∈ Yˆt, Sˆ
l
t(U ∗d V ) = U ∗d Sˆ
l




Pour vérier la propriété de dérivation, et il sut de montrer que pour deux monmes m,m′ ∈ Aˆ on
a Sˆlt,i(m ∗d m
′) = Sˆlt,i(m) ∗d m
′ +m ∗d Sˆ
l
t,i(m
′). Calulons en eet :
Sˆlt,i(m) ∗m
′ +m ∗ Sˆlt,i(m
′)





(1 + ...+ t2(ui,a−1))t2ui,a′Si,a −
∑
a∈C∗/ui,a<0













(t−2 + ...+ t2u
′
i,b)Si,b)















On a ainsi une aratérisation de Sˆlt,i omme l'unique dérivation pour la loi usuelle, Z[t, t
−1]-linéaire,




+ Si,aqi) et Sˆ
l
t,i(Wj,a) = δi,jWi,a.Si,a
Sˆlt,i(Vj,a) = δCi,j,−1Vj,aSi,a + δCi,j,−2Vj,a(Si,aq + Si,aq−1) + δCi,j ,−3Vj,a(Si,aq−2 + Si,a + Si,aq2)
pour j 6= i.
4. Les t-opérateurs d'érantage Sˆt,i
4.1. Dénition de Sˆt,i.
















L'appliation obtenue à partir de Sˆlt,i par omposition ave la projetion pˆt,i de Yˆ
l
t,i sur Yˆt,i est notée Sˆt,i.
Nous allons montrer, en partiulier dans le théorème 2, que es opérateurs peuvent être onsidérés omme
des t-analogues des opérateurs d'érantage.
Lemme 4. L'appliation Π˜lt,i donne naturellement une appliation Π˜t,i rendant le diagramme (2) suivant
ommutatif :
Yˆ lt,i −→ Yˆ1,i,t
Π˜lt,i ↓ ↓ Π˜t,i
Y li −→ Yi
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Démonstration:




















− Si,a) ∈ Fi








La ommutativité du diagramme provient de la ommutativité des diagrammes (1) et (2).
Soit (Yˆt)i = Z[Vi,a,Wi,a]a∈C∗ ⊂ Yˆt. On dénit alors pii : Yˆ → (Yˆt)i omme l'unique morphisme d'anneaux
Z[t, t−1]-linéaire tel que :
pii(Wi,a) = Wi,a , pii(Vi,a) = Vi,a
pii(Wj,a) = 1 si j 6= i
pii(Vj,a) = 1 si Ci,j = 0
pii(Vj,a) =Wi,a si Ci,j = −1
pii(Vj,a) =Wi,aqWi,aq−1 si Ci,j = −2
pii(Vj,a) = Wi,aq2Wi,aWi,aq−2 si Ci,j = −3
Pour un monme m ∈ Aˆ, on a alors ui,a(m) = ui,a(pii(m)) pour a ∈ C
∗
.
Proposition 3. Le noyau de l'appliation Sˆt,i ontient Kˆt,i.
Démonstration:





t,i la quantité obtenue. Elle ne dépend que des ui,a(m) (a ∈ C
∗






Remarquons de plus que les ui,a étant onservés, on a :
Sˆlt,i(Ei(m)) ∈ Fˆt,i ⇔ Sˆ
l
t,i(Ei(pii(m))) ∈ Fˆt,i
En onséquene il nous sut de montrer Sˆt,i(Ei(m)) = 0 pour m ∈ Bˆi ∩ (Yˆt)i. Mais alors tout se passe
omme si on travaillait ave g = Uqi(sl2). On est ainsi ramené au as ADE qui sera établie plus bas,
indépendamment de e qui préè, dans proposition 5.
4.2. Interprétation de Sˆt,i omme dérivation dans le as ADE. Dans ette sous-partie on se
restreint au as où g est de type ADE. On a alors tous les qi = q et la matrie de Cartan est symétrique.
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(ui,a(m1)vi,aq−1(m2) + vi,a(m1)wi,aq−1 (m2))
Ce biaratère, introduit par Nakajima dans [4℄ et [5℄, permet omme préédemment de dénir une
nouvelle multipliation sur Yˆt en posant pour m1,m2 deux monmes :
m1 ∗dN m2 = t
2dN (m1,m2)m1.m2
ave . la multipliation usuelle. On notera dans la suite simplement d et ∗. Cette nouvelle multipliation
∗ n'est pas ommutative.
Notons que Kˆ est une partie de Yˆt stable pour la multipliation ∗ ([5℄).
Lemme 5. Soit m ∈ Aˆ un monme, i ∈ I et a ∈ C∗. On a alors :
Vi,aq ∗m = t
2(ui,a(m)−ui,aq2 (m))m ∗ Vi,aq = t
2ui,a(m)Vi,aq.m
C'est une onséquene immédiate de
d(Vi,aq ,m) = ui,a(m) et d(m,Vi,aq) = ui,aq2(m)
Lemme 6. Soit (m1, ...,mp) des monmes tels qu'il existe un a ∈ C
∗
vériant pour tout r, ui,a(mr) = 1
et ui,b(mr) = 0 pour b 6= a. Alors il existe α ∈ Z tel que :












On proède par réurrene sur p en s'appuyant sur le lemme 5. Pour p = 1, on a m1 ∗ Vi,aq = m1Vi,aq
et on a le résultat ave α = 1. Ensuite dans le as général :
(m1 ∗ (1 + Vi,aq)) ∗ (m2 ∗ (1 + Vi,aq)) ∗ ... ∗ (mp+1 ∗ (1 + Vi,aq))

































































On a en partiulier le résultat :
Lemme 7. Soit m un monme tel qu'il existe un a ∈ C∗ vériant ui,a(m) = 1 et ui,b(m) = 0 pour b 6= a.












On peut exprimer les Ei(m) en utilisant la loi ∗ :
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Proposition 4. On xe un i ∈ I. Soit m ∈ Bˆi un monme i-dominant. Pour a ∈ C
∗
, on onsidère la
suite (Zi,a) = (Zi,a,l)1≤l≤zi,a formée de
zi,a = wi,a +
∑
j/Cj,i=−1
vj,a = ui,a + vi,aq + vi,aq−1
termes où Wi,a apparaît wi,a fois et pour j tel que Cj,i = −1, Vj,a apparaît vj,a fois :
{Wi,a, ...,Wi,a, Vj1,a, ..., Vj1,a, Vj2,a, ..., Vjm,a} = {Zi,a,1, ..., Zi,a,zi,a}
















mi,a,r = (Zi,a,1 ∗ (1 + Vi,aq)) ∗ ... ∗ (Zi,a,ui,a ∗ (1 + Vi,aq))
∗(Zi,a,ui,a+1 ∗ Vi,aq ∗ Zi,aq2,ui,aq2+vi,aq3+1) ∗ ... ∗ (Zi,a,ui,a+vi,aq ∗ Vi,aq ∗ Zi,aq2,ui,aq2+vi,aq3+vi,aq )
Démonstration:














Si on ne tient pas ompte des t, l'expression annonée est orrete puisqu'on a le bon nombre vi,aq de
Vi,aq et tous les Zi,a,l pour l = 1...ui,a + vi,aq + vi,aq−1 . Le seul problème est l'inhomogènéïté de Ei(m)
du fait des puissanes de Vi,aq.
Les seuls fateurs de m qui ontribuent aux ui,b(m) sont les Wi,a, Vi,a et les Vj,a ave Cj,i = −1. Mais








































































V rai,aq est égal à
une puissane de t près à (Zi,a,1 ∗ (1 + Vi,aq)) ∗ ... ∗ (Zi,a,ui,a ∗ (1 + Vi,aq)). Il ne reste plus qu'à vérier






Zi,a,ui,a+rVi,aqZi,aq2,ui,aq2+vi,aq3+r) ne posent pas de problème vis
à vis de l'inhomogènéïté en puissanes de Vi,aq, mais 'est le as ar pour tout r ∈ Z :
ui,aq2r (Zi,a,ui,a+l ∗ Vi,aq ∗ Zi,aq2,ui,aq2+vi,aq3+l) = 0
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4.2.2. Une struture de bimodule sur Yˆt,i pour la loi ∗.
Lemme 8. Le sous Z[t, t−1] module Fˆt,i de Yˆ
l




Yˆt ∗ (Vi,aq .Si,aq2 − t
2Si,a)
et même un sous-bimodule Yˆt ∗ Fˆt,i = Fˆt,i ∗ Yˆ = Fˆt,i.
Démonstration:
La première propriété déoule diretement du lemme 5 qui donne pour m ∈ Aˆ :








Pour la propriété de sous-bimodule, soit m ∈ Aˆ un monme. En utilisant le lemme 5, on a pour λa ∈ Yˆt :
λa ∗ (Vi,aq .Si,aq2 − t
2Si,a) ∗m = λa ∗ (t
2u
i,aq2
(m)Vi,aq ∗m.Si,aq2 − t
2+2ui,a(m)m.Si,a)
= t2ui,a(m)λa ∗m ∗ (Vi,aq.Si,aq2 − t
2Si,a) ∈ Fˆt,i
On peut ainsi munir naturellement Yˆt,i d'une struture de bimodule.
4.2.3. Sˆt,i est une dérivation. Le résultat suivant, qui justie entre autre les onstrutions préédentes,
permet en partiulier d'obtenir la proposition 3 :
Proposition 5. L'appliation Sˆt,i est une dérivation pour le produit ∗ et son noyau ontient Kˆt,i.
Démonstration:
La propriété de dérivation est onservée : en eet pour U, V ∈ Yˆt on a :
Sˆt,i(U∗V ) = pˆt,i(U∗Sˆ
l
t,i(V ))+pˆt,i(Sˆt,i(U)∗V ) = U∗pˆt,i(Sˆ
l
t,i(V ))+pˆt,i(Sˆt,i(U))∗V = U∗Sˆt,i(V )+Sˆt,i(U)∗V
Pour montrer que Kˆt,i ⊂ Ker(Sˆt,i), onsidérons un monme dominant m, et déomposons en utilisant la
proposition 4 sous la forme d'un produit pour ∗. En utilisant la propriété de dérivation de Sˆt,i, il nous
sut d'obtenir que haun des termes est annulé. Or pour a ∈ C∗ :
Sˆt,i(Zi,a,k ∗ (1 + Vi,aq)) = Zi,a,k.Si,a − t
−2Zi,a,k ∗ Vi,aq.Si,aq2 = Zi,a,k ∗ (Si,a − t
−2Vi,aqSi,aq2) = 0
Sˆlt,i(Zi,a,k ∗ Vaq ∗ Zi,aq2,k′) = 0
ar pour tout b ∈ C∗, ui,b(Zi,a,k ∗ Vaq ∗ Zi,aq2,k′) = 0
4.3. Interprétation de Sˆt,i dans le as général. Dans le as général, on ne dispose pas de biaratère
vériant les deux relations fondamentales du as ADE pour tout i ∈ I
d(Vi,aqi ,m) = ui,a(m) et d(m,Vi,aqi ) = ui,aq2i (m)





(la matrie de Cartan dans [2℄ est la transposée
de elle de [1℄), q1 = q
2
, q2 = q et :
0 = u1,aq−2(V2,a) 6= u2,aq(V1,a) = 1
On ne peut pas traiter tous les opérateurs simultanément, mais on peut ependant les interpréter indi-











(ui,aqi(m1)vi,a(m2) + vi,aqi(m1)wi,a(m2)) +
∑
a∈C∗
vi,aqi (m1)(ui,a − wi,a + vi,aq−1
i
+ vi,aqi )(m2)
Il déoule alors de la dénition :
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Lemme 9. Pour tout m ∈ Aˆ :
di(Vi,aqi ,m) = ui,a(m) et di(m,Vi,aqi ) = ui,aq2i (m)
On note ∗i la loi sur Yˆt assoiée au biaratère di. On montre alors de la même manière que dans le as
ADE :
Proposition 6. Le sous Z[t, t−1] module Fˆt,i de Yˆ
l




Yˆt ∗i (Vi,aq .Si,aq2 − t
2Si,a)
et même un sous-bimodule Yˆt ∗i Fˆt,i = Fˆt,i ∗i Yˆ = Fˆt,i.
L'appliation Sˆt,i est une dérivation pour le produit ∗i.
4.4. Démonstration du théorème 2. On retourne au as général pour g simple quelonque.
Théorème 2. On a Kˆt,i = Ker(Sˆt,i).
Démonstration:
La première inlusion Kˆt,i ⊂ Ker(Sˆt,i) est déjà onnue dans la proposition 3.
Supposons par l'absurde qu'on n'ait pas égalité. Alors on onsidère un x ∈ Ker(Sˆt,i)−Kˆt,i qu'on déompose
en utilisant le lemme 1 sur Yˆt = Kˆt,i ⊕
⊕
m∈Aˆ−Bˆi
Z[t, t−1]m sous la forme x = v + u ave u 6= 0. On note





ave M ⊂ Aˆ − Bˆi, λm ∈ Z[t, t




Z[t, t−1]m ∩Ker(Sˆt,i). Pour m ∈ Aˆ− Bˆi, notons Nm le nombre de lasse R ∈ C
∗/q2Z
tel qu'il existe a ∈ R vériant ui,a(m) < 0. Tous les monmes m de Aˆ−Bˆi vérient Nm ≥ 1. Soit m0 ∈M
ave Nm0 minimal parmi les Nm pour m ∈ M . Soit alors a ∈ C
∗
tel que ui,a(m0) < 0 et pour r < 0,
ui,aq2r (m0) ≥ 0. Lorsqu'on alule










on voit appaître le terme −λm0m0(t
−2 + ...+ t2ui,a(m))Si,a. Ce terme doit être annulé par projetion sur
Yˆt,i. Les termes qui vont l'annuler peuvent provenir soit d'un Si,aq2r
i
ave r < 0, soit d'un Si,aq2r
i
ave






= m0, dans le
deuxième on a un momme m1 = m0Vi,aqi ...Vi,aq2r−1
i
∈ M . On peut ainsi dénir une suite de monmes
mp tant que ui,a(mp) < 0. Les termes de la suite sont distints deux à deux, ar à haque opération
soit on ajoute des Vi,aq2r+1
i
ave r ≥ 0, soit on enlève des Vi,aq2r+1
i
ave r < 0. Notons aussi qu'à haque
opération on ne diminue pas les ui,aq2r
i
ave r < 0, et on n'augmente pas N . CommeM est ni, la suite se
termine sur un mP ∈ M qui vérie ui,aq2r
i
(mP ) ≥ 0 pour r ≤ 0, et NmP = Nm0 . En notant m
0 = m0 et
m1 = mP , e nouveau proédé donne une suitem
j
telle que min{r/ui,aq2r < 0} est stritement roissante.
Par nitude de M , la suite se termine sur un mP
′
∈ M tel que ui,aq2r ≥ 0 pour tout r ∈ Z et les autres
lasses de C∗/q2Zi n'ont pas été modiées. Don NmP ′ < Nm0 , ontradition.
5. Opérateurs d'érantage pour l'anneau Yt
5.1. Rappels et ompléments.
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5.1.1. L'anneau Yt. En suivant Nakajima [4℄, [5℄ on onsidère l'anneau intermédiaire entre Yˆt et Y :




On a un morphisme d'anneaux anonique :
Πt : Yt → Y
Y ±i,a 7→ Y
±
i,a et t 7→ 1
Pour passer de Yˆt à Y, on peut onsidérer pour tout biaratère d l'appliation Πˆd : Yˆt → Yt qui est














i,a et t 7→ 1
On a toujours Π˜t = Πt ◦ Πˆd.
Dans le as du biaratère trivial d = 0, on note Πˆ0 = Πˆt et 'est alors un morphisme d'anneaux. Dans
le as ADE, on peut prendre dN et on retrouve l'appliation Πˆ = ΠˆdN de [5℄.





i,a ∈ Y ave les vi,a ∈ Z est égal à 1 si et seulement si tous les
vi,a sont nuls.
En onséquene on dénit une relation d'ordre partiel sur l'ensemble A des monmes de Y en posant :
m ≤ m′ ⇔ m′/m est un monme en A−1i,a
Démonstration:
Supposons par l'absurde qu'un tel produit p peut être égal à 1 ave des vi,a 6= 0. Considérons alors un
a tel qu'il existe un i ∈ I ave vi,a 6= 0 mais pour m ∈ Z stritement positif, pour j ∈ I, vj,aqm = 0. Parmi
es i, on en hoisit un tel que la longueur de la raine assoiée soit maximale. Dans p, le fateur Y
−vi,a
i,aqi







reste don les possibilités suivantes :
il provient d'un A
vj,aqi
j,aqi
ave Ci,j = −1, j 6= i. Alors vj,aqi 6= 0, ontradition.





ave Ci,j = −2, j 6= i, e qui impose vj,aqiq−1 6= 0. Comme Ci,j = −2,
les raines assoiées à i et j ne sont pas de même longueur, et don en utilisant l'hypothèse sur i, on a
ri > rj ≥ 1. Alors qiq
−1 = q ou q2, don vj,aq 6= 0 ou vj,aq2 6= 0, e qui n'est pas possible d'après le hoix
de i.





ave Ci,j = −3, j 6= i, e qui impose vj,aqiq−2 6= 0. On est dans le as où g
est de type G2. Les raines assoiées à i et j ne sont pas de même longueur, et ri/rj = 3 ou
1
3 . Si ri = 3,
on a vj,aq 6= 0 e qui est ontraire au hoix de i. Si ri = 1, on a vj,aq−1 6= 0 et vj,aqm = 0 pour m ≥ 0.








Pour que ≤ soit bien une relation d'ordre, la propriété la moins évidente est l'antisymétrie qui est assurée
par e qui préède.
5.1.2. Quelques notations. On note A l'ensemble des monmes de Y, Bi ⊂ A l'ensemble des monmes


















Remarquer que si de plus m ∈ Bi ∩ Πˆt(Bˆi) = B
′
i, on a, en posant m = Πˆt(m
′), l'égalité E0,i(m) =
Πˆt(Ei(m
′)).
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On note Ki le Z[t, t
−1]-module engendré par les E0,i(m) ave m ∈ Bi. On a Πˆt(Kˆi) ⊂ Ki mais on n'a pas
égalité dans le as général.
Pour i ∈ I, on obtient de la même manière que dans le lemme 1 une déomposition en somme direte de
Z[t, t−1]-modules :
Lemme 11.
Yt = Kt,i ⊕
⊕
m∈A−Bi












et on notera Kt ette sous-partie de Yt.
Démonstration:











Considérons à présent x ∈
⋂
i∈I
Ki. Soit m ∈ A un monme maximal parmi eux qui interviennent dans x
pour la relation d'ordre ≤ du lemme 10. Pour haque i ∈ I, m provient d'un ertain E0,i(m
′) ave m′
i-dominant, e qui impose m ≤ m′. On a don m = m′ et m est i-dominant pour tout i ∈ I. Il est don











i,a ) ∈ Πˆt(Yˆt)
ar les ui,a(m) ≥ 0. Si on suppose m 6= 1 (soit x 6∈ Z[t, t
−1]) et on onsidère i0 ∈ I tel que wti0 (m) 6= 0,
on a dans l'ériture de x dans Ki0 le monme m qui ne peut provenir que de





i,a )) ∈ Πˆt(Kˆt)
On peut alors enlever de x le terme E0,i0(m) ave son oeient de Z[t, t




Kt,i faisant intervenir stritement moins de monme, e qui permet de onlure par réurrene.
Pour dénir les E′0,i(m) analogues des E0,i(m) relatifs à Πˆ, on onsidère pour i ∈ I en suivant [4℄ :
φi : Kt,i → Yt







ave pour M = m
∏
a∈C∗






(m) + ui,aqi(m)− ra − raq−2
i
)
On pose alors pour m ∈ Bi :
E′0,i(m) = φi(E0,i(m))
Cette dénition est motivée par le lemme :







Il sut de aluler en notant Ei(m
′) =
∑
































′)− ra,M − raq−2
i
,M ) = d(m







On note alors K′i le Z[t, t
−1]-module engendré par les E0,i(m)
′
ave m ∈ Bi.














Dans le as ADE, on a Πˆ(Kˆi) ⊂ K
′
i mais on n'a pas égalité dans le as général. On a ependant l'égalité





et on notera K′t ette sous-partie de Yt.
5.2. Les opérateurs Slt,i.












On note Slt,i l'appliation Z[t, t
−1]-linéaire Slt,i : Yt → Y
l




(1 + ...+ t2(ui,a(m)−1))Si,a −
∑
a∈C∗/ui,a(m)<0
(t−2 + ...+ t2ui,a(m))Si,a)
On voit immédiatement :




j,a ) = −δj,it
−2Y −1i,a Si,a
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Démonstration:








(1 + ...+ t2(ui,a−1))Si,a −
∑
a∈C∗/ui,a<0




(1 + ...+ t2(ui,a−1))Si,a −
∑
a∈C∗/ui,a<0









(1 + ...+ t2(ui,a−1))Si,a −
∑
a∈C∗/ui,a<0
















(1 + ...+ t2(ui,a−1))Si,a −
∑
a∈C∗/ui,a<0







Le diagramme (1)' se traite de manière analogue.
5.2.2. Interprétation des Sli en terme de dérivation.
Lemme 15. Il existe sur Y lt,i une unique struture de bimodule pour la multipliation usuelle . de Yt telle






m ∈ Yt :
Si,a.m = t
2ui,a(m)m.Si,a , Si,a.t = t.Si,a
La démonstration est omplètement analogue au as Yˆ lt,i.






Proposition 7. L'appliation Slt,i a une propriété de dérivation :
∀U, V ∈ Yˆt, Sˆ
l
t,i(U.V ) = U.Sˆ
l
t,i(V ) + Sˆ
l
t,i(U).V
C'est de plus l'unique dérivation Z[t, t−1]-linéaire telle que Slt,i(Ya) = Ya.Sa.
La démonstration est omplètement analogue au as Sˆlt,i.
5.3. t-analogues des opérateurs d'érantage pour Yt.
5.3.1. Dénition des opérateurs St,i. On onsidère le sous Z[t, t
−1]-module Πˆlt,i(Fˆt,i) de Y
l
t,i.
Lemme 16. Les éléments de Πˆlt,i(Fˆt,i) sont les éléments de Y
l













ave les λm,a ∈ Z[t, t
−1] presque tous nuls.
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Démonstration:
Le résultat déoule du fait que Πˆt est un morphisme d'anneaux qui onserve les quantités ui,a.












C'est un sous Z[t, t−1]-module de Y lt,i qui ontient Πˆ
l
t,i(Fˆt,i).
Notons que les éléments de Ft,i sont les éléments de Y
l
t,i de la forme :∑
a∈C∗
(A−1i,aqiSi,aq2i .Ua − t
2Ua.Si,a)
ave les Ua ∈ Yt.
Dénition 3. On appelle Yt,i le Z[t, t
−1]-module quotient de Y lt,i par Ft,i, et St,i l'appliation obtenue à
partir de Slt,i par projetion sur Yt,i.
Notons que Ft,i n'est pas un Yt-sous module de Y
l
t,i, mais 'est une partie de Y
l
t,i stable par multipliation
par des éléments de Z[Y ±j,a]j 6=i. En partiulier on peut dénir une multipliation à gauhe sur Yt,i par les
élements de Z[Y ±j,a]j 6=i, qui ommute ave la projetion pi de Y
l
t,i sur Yt,i.
Lemme 17. Les appliations Πlt,i, Πˆ
l
t,i donnent naturellement des appliations Πt,i, Πˆt,i rendant le dia-
gramme (2) suivant ommutatif :
Yˆ lt,i −→ Yˆ1,i,t
Πˆlt,i ↓ ↓ Πˆt,i
Y lt,i −→ Yt,i
Πlt,i ↓ ↓ Πt,i
Y li −→ Yi
Démonstration:
Il sut de vérier que les appliations Z-linéaires Πlt,i, Πˆ
l
t,i passent aux quotient. Or Πˆ
l
t,i(Fˆt,i) ⊂ Ft,i,









− Si,a) ∈ Fi








Πt ↓ ↓ Πt,i
Y
Si−→ Yi
et on a :
Kt,i ⊂ Ker(St,i)
Démonstration:
La ommutativité du diagramme provient de la ommutativité des diagrammes (1) et (2).
Puis Πˆt,i ◦ Sˆt,i = St,i ◦ Πˆt et Kˆt,i ⊂ Ker(Sˆt,i) implique Πˆt(Kˆt,i) ⊂ Ker(St,i).
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Soit alors m ∈ Bi qu'on déompose m = mi
∏
j 6=i
mj ave les mj ∈ Z[Y
±





et omme pour tout a ∈ C∗, ui,a(
∏
j 6=i







Alors pour la multipliation à gauhe sur Yt,i par des éléments de Z[Y
±























i,a )) ∈ Πˆt(Kˆt,i) ⊂ Ker(St,i)





















t,i la omposée de S
l





Dans le as ADE, on a Πˆlt,i(Fˆt,i) ⊂ F
′

















5.4. Noyau des t-opérateurs d'érantage St,i.
Théorème 3. On a Kt,i = Ker(St,i).
On pourrait montrer e résultat de la même manière que Kˆt,i = Ker(Sˆt,i) en utilisant la déomposition
de Yt du lemme 1. Cette méthode permet aussi retrouver le résultat du théorème 1 en utilisant la
déomposition de Y :




On propose ii une alternative qui déduit le résultat du théorème 3 de elui du théorème 1. Elle néessite
quelques lemmes préliminaires.










(t− 1)p(m)t−q(m)(α0(m) + α1(m)(t − 1) + α2(m)(t− 1)
2 + ...)m
ave D ⊂ A, les p(m), q(m), α0(m), α1(m), ... ∈ N et α0(m) 6= 0.
Démonstration:
On déompose u sur la somme direte Yt =
∑
m∈A
Z[t, t−1]m, et il sut don de onsidérer un polynme




(α0(m) + α1(m)(t− 1) + α2(m)(t− 1)
2 + ...)
Si P ∈ Z[t], 'est le as ar on a une base graduée ((t − 1)p)p de Z[t]. Dans le as général, P s'érit de
manière unique P = t−q(m)Q ave Q ∈ Z[t] et q(m) ∈ N.
Corollaire 1. Le noyau de Πt est Ker(Πt) = (t− 1)Yt.
Démonstration:
L'inlusion (t− 1)Yt ⊂ Ker(Πt) est laire, puis si u ∈ Ker(Πt), en utilisant la déomposition du lemme
18, on voit que : ∑
m∈D,p(m)=0
α0(m)m = 0
or omme les α0(m) sont non nuls, pour m ∈ D on a p(m) > 0.
Lemme 19. Si α ∈ Y lt,i vérie (t− 1)α ∈ Ft,i alors α ∈ Ft,i.
Démonstration:















ave les λm,a ∈ Z[t, t
























Supposons alors par l'absurde qu'il existe un a tel que Ua(1) 6= 0. On onsidère alors la plus grande
puissane de q tel que Uaqm(1) 6= 0 (qui existe ar les Ub sont presque tous nuls). Alors A
−1
i,aqm+1Uaqm(1)
est le oeient de Si,aq2
i
, don A−1i,aqm+1Uaqm(1) = 0, ontradition. On peut don érire tous les Ua sous
la forme Ua = (t− 1)U
′














A−1i,aqi .Si,aq2i − t
2Si,a) ∈ Ft,i
Mais omme Y lt,1 est un Z[t, t
−1]-module libre, on a α = β.
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5.4.2. Démonstration du théorème 3. Démonstration:
La première inlusion Kt,i ⊂ Ker(St,i) est déjà onnue.
Considérons u ∈ Ker(St,i). Alors 0 = Πt,i(St,i(u)) = Si(Πt(u)) et don d'après le théorême 1, Πt(u) ∈
Z[Y ±j,b]j 6=i,b∈C∗Z[Yi,a(1 +A
−1
i,aqi











ave λm ∈ Z[Y
±












i,a ) ∈ Kˆt,i





on a v ∈ Kt,i et Πt(v) = Πt(u), don v−u ∈ Ker(Πt) = (t− 1)Yt d'après le orollaire 1. En onséquene :
u = v + (t− 1)u1
ave u1 ∈ Yt. Mais alors (t − 1)u1 ∈ Ker(St,i), soit (t − 1)S
l
t,i(u1) ∈ Ft,i. Alors d'après le lemme 19,
Slt,i(u1) ∈ Ft,i, soit u1 ∈ Ker(St,i). On peut reommener ave u1, et on obtient par réurrene que pour
tout p ∈ N, il existe wp ∈ Kt,i et up ∈ Ker(St,i) tels que :
u = wp + (t− 1)
pzp
Déomposons u = b+ c sur la somme direte du lemme 11 :




et supposons par l'absurde que c 6= 0. Pour p, prenons p0 = p(m0) + 1 ave p(m0) le plus grand p(m)
qui apparait dans la déomposition de c du lemme 18. On obtient une ériture u = w + (t − 1)p0v.
Déomposons v = b′ + c′ sur la somme direte du lemme 1. Alors :
u = b + c = w + (t− 1)p0b′ + (t− 1)p0c′
et b = w + (t − 1)p0b′ et c = (t − 1)p0c′. Don les p(m) qui apparaissent dans la déomposition de c du
lemme 18 sont tous stritement plus grands que p0, ontradition. On a don Kt,i = Ker(St,i).
6. Compléments relatifs aux involutions
On rappelle les involutions dénies par Nakajima : sur Yt on pose t = t
−1, Y ±i,a = Y
±
i,a, et sur Yˆt pour
d un biaratère, on pose :
t = t−1 , m = t2d(m,m)m
En partiulier dans le as ADE on a l'involution obtenue ave dN . Elle est alors anti multipliative
relativement à ∗ et ommute ave Πˆ.
On étend es involutions à Y lt,i (respetivement à Yˆ
l







pour des Ua dans Yt (respetivement Yˆt).








De plus Fˆt,i, F
′
t,i sont stables par les involutions orrepondantes.
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Démonstration:













(t2(ui,a(m)−1) + ...+ t2 + 1)Si,a +
∑
a∈C∗ui,a(m)<0
(t2ui,a(m) + ...+ t−2)Si,a)
= λ(t−1)Slt,i(m) = S
l
t,i(λ(t)m)




































− t2Si,a) ∈ Fˆt,i
































− tSi,a) ∈ F
′
t,i
On peut ainsi dénir des involutions sur Yˆt,i,Y
′
t,i qui ommutent respetivement ave les opérateurs
d'érantage assoiés.
Remeriements : Je remerie M. Rosso pour nos disussions et ses préieux onseils, et H. Nakajima
pour ses indiations sur les q, t-aratères.
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